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Calculo II - Agrupamento 4 2020/21

Folha 2: Séries de Fungoes (em geral) — Série de Taylor (rev.) — Série de Fourier

1. Considere a série de funcoes

s - 5 e,

n=1
(a) Mostre que a série converge uniformemente em R.
(b) Justifique que a fungao (soma) S(z) é continua em R.

2. Obtenha uma representacao em série de poténcias (de Taylor) para cada uma das

seguintes fungoes, a partir dos desenvolvimentos conhecidos das fungoes exponen-
cial, seno, co-seno e ﬁ Em cada caso, indique o maior conjunto onde ¢é valida a
representagao.

1
(a) e ; (b) coshz; (c) senh(3z); (d) 2cos’z; (e) 1022
3. Calcule a (fungao) soma das séries seguintes:

n
() 1—w+ 5 = oo+ o — o (1) S

(b) 1—a®+a° 2%+ 4 (=1)"2% 4 ...
4. (a) Determine o desenvolvimento em série de MacLaurin da funcao In(z + 1).

em série de MacLaurin).

(Sugestao: desenvolva primeiro a funcao

x
(b) Calcule a soma da série
562 333 .’E4 $5 (71)n :En+2
2 3.2 4.3 54 (n+1)(n+2)

5. Calcule a soma das séries indicadas (a soma corresponde a f(a), onde a é um
namero Obvio e f é dada por uma série de poténcias. Em geral, a série devera ser
manipulada até se encontrar uma série de poténcias conhecida):

[o¢] o o o
(—1)n22ng2n 1 1 2n + 1
— (b — — (d .

(@) > ey W) 2 i © an(n+1)’ @ 2 S
n=0 n=0 n=0 =
2 na”
6. (a) Verifique que a série de poténcias Z o tem raio de convergéncia igual a 2.
n=1
n
(b) Seja f(x) =) "y —2 <@ <2 Explicite f(z).
n=1

~ . ~ = A . 1
(Sugestao: use a representacao em série de poténcias de 1—).

7. Usando representagoes adequadas em série de poténcias, justifique que:




o (z—3)"
8. Considere a série de poténcias Z —_—

n=1

(a) Determine o maior subconjunto de R no qual a série é absolutamente conver-

gente.
o n
(b) Calcule f’(4), onde f(x Z (f definida no dominio de con-
n=1
vergéncia da série).
o0 ;L'n
9. Sabendo que e* = Z — para todo x € R:
= n!

~ s . ~ . ~ 3
(a) obtenha uma representacao em série de poténcias para a funcdo f(z) = ze”
e indique o maior subconjunto de R em que esta representacao é valida;

1
~ 7. ) . 3
(b) obtenha uma representacao em série numérica do integral / xe® dx.
0

10. Usando a representacao em série de MacLaurin da funcao exponencial, justifique
a igualdade

/
<em2) =2z ¢" , T€ER.
11. Seja f(z) =xe *, z € R.

(a) Desenvolva f(x) em série de MacLaurin.

—1)™"(n+1)2"
n!

oo

(b) Calcule a soma da série Z (
n=1

(Sugestao: Comegar por derivar a série obtida em (a)).

(c) Usando a férmula de MacLaurin com resto de Lagrange, obtenha um majo-
rante para o erro cometido ao aproximar f(x) por T¢ f(z) no intervalo |0, 0.1].

12. Determine a série de Fourier das seguintes funcoes:

(a‘) f(l‘):$+562, CEE[*ﬂ',TI‘[;
(b) g(z)=¢€", x€|-mn;
-1, —7m<z<0,
(c) h(z)=< 0, x=0,
1, O<x<m.
13. Considere a funcao constante f(x) = 2 no intervalo [0, 7]. Determine a série de

Fourier de senos e a série de Fourier de cossenos de f e represente graficamente as
respetivas somas no intervalo [—3, 37].

14. Determine a série de Fourier de senos da funcao f dada f(z) = cosz em [0, 7).
Qual sera a sua série de Fourier de cossenos?

15. Considere a funcio f, 2m-periédica, definida por f(z) = 22, -7 <z < 7.

(a) Determine a série de Fourier de f.

(b) Mostre que

% Z —cos (nx), Vze€|-m .



(c) Usando a representacao de f em série de Fourier, mostre que
n 2

= (—1 T
Z(HQ) T 1

n=1

(d) Verifique que a série de Fourier de f é uniformemente convergente em R.

(e) Justifique que
xT° —Tmer e n 4
e Z(—l) ﬁsen(nx), Vo € [—7,m].

16. Seja f a fungao 2m-periddica tal que f(z) = [senz|, —7 < x < 7.

(a) Mostre que a série de Fourier associada é
Z cos(2nz)
4n? — 1

(b) Verifique que a série da alinea anterior é uniformemente convergente em R e
identifique a sua soma, s(x).

(c) Esboce o gréfico da soma s(z) no intervalo [—2, 27].

o (=D)"
(d) Calcule a soma da série Z FRCRE
n=1




